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RESUMEN

Distintos avances tecnológicos han provocado un profundo impacto en la sociedad en

general y en diversas áreas de la investigación cient́ıfica en particular. A partir de

algunos de estos avances es posible recolectar cantidades masivas de información re-

specto a ciertos fenómenos de interés a un costo relativamente bajo. La disponibilidad

de estas enormes bases de datos y el objetivo de extraer información valiosa de ellas

plantea nuevos desaf́ıos para el análisis estad́ıstico. Las técnicas de selección de vari-

ables y de reducción de dimensiones son fundamentales en este contexto debido a que

modelos más parsimoniosos son deseables desde el punto de vista de la interpretación

aśı como de la reducción en los errores de predicción. Por ejemplo, algunos métodos

tradicionales de selección de variables en regresión, como AIC, BIC, Cp de Mallows

y métodos secuenciales (forward selection y bacward elimination), pueden resultar

fuertemente inestables o directamente inaplicables cuando el número de variables p es

similiar o incluso ampliamente superior al número de observaciones n, conocido como

el caso p� n. Debido a ésto, nuevas metodoloǵıas se han desarrollado en las últimas

décadas que permiten enfrentar el problema o maldición de la dimensionalidad. Un

conjunto amplio de estas técnicas puede plantearse agregando a la función objetivo,

que mide el ajuste de los datos a un determinado modelo, un término de penalización

o regularización por complejidad. El objetivo principal de este trabajo consiste en pre-

sentar algunos de estos desarrollos en el contexto de los modelos de regresión lineal

y mostrar su aplicación e implementación sobre un conjunto de datos simulados con

las caracteŕısticas antes mencionadas. Al mismo tiempo se buscará indicar posibles

aplicaciones y futuras ĺıneas de investigación de especial interés en econometŕıa.
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1. Introducción

En términos generales, el problema de selección de variables en regresión surge cuan-
do se quiere modelar la relación entre una (o más) variable(s) de interés y un conjunto
de potenciales variables explicativas X1, . . . , Xp, pero existe incertidumbre acerca de cuál
subconjunto de las variables Xj utilizar. Esta situación es especialmente interesante y
desafiante cuando p es grande y una buena parte de las variables X1, . . . , Xp consider-
adas, son redundantes o irrelevantes (George, 2000). En general, si se incluyen cada vez
más variables en un modelo de regresión, el ajuste a los datos de entrenamiento mejo-
ra, aumenta la cantidad de parámetros a estimar pero disminuye su precisión individual
(mayor variancia) y por tanto la de la función de regresión estimada. A partir de cierto
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punto empeora la capacidad de generalización del modelo (mayor error de predicción so-
bre datos nuevos), con lo cual se produce sobreajuste. En el otro extremo, si se incluyen
muy pocas variables en el modelo, las variancias serán reducidas pero los sesgos mayores,
obteniéndose una pobre descripción de los datos (subajuste). Algún tipo de compromiso
entre estos dos escenarios extremos es por lo tanto deseable (Izenman, 2008).

Una de las caracteŕısticas distintivas del problema de selección de variables es su
enorme tamaño dado que, incluso para un número moderado de variables p, la evalu-
ación de ciertas caracteŕısticas de todos los 2p modelos que permitan compararlos resulta
excesivamente costosa o directamente imposible. Actualmente, la selección del mejor sub-
conjunto sólo puede ser implementada con p cercano a 40 (240 > 1012) (Sheather, 2009;
Hastie y otros, 2009). Por lo tanto, este no es un camino viable en muchos de los proble-
mas actuales donde el número de potenciales variables predictoras es del orden de mil o
más, con lo cual alguna reducción del espacio de modelos se vuelve necesaria.

Una posible reducción del espacio de modelos se puede obtener mediante distintas
variantes de métodos de a pasos (stepwise), que secuencialmente agregan (forward selec-
tion) o eliminan (bacward elimination) variables de a una por vez entre la consideración
de un modelo y el siguiente. Estos métodos son ejemplos de algoritmos greedy, donde
la búsqueda de un óptimo global se reemplaza por la consideración sucesiva de óptimos
locales. A su vez, tanto forward selection como bacward elimination consideran a lo sumo
p + (p − 1) + . . . + 1 = p(p + 1)/2 subconjuntos de los 2p posibles, y por lo tanto no
necesariamente encuentran el modelo óptimo global (además de que tampoco es seguro
que ambos métodos elijan el mismo modelo final). Otra desventaja importante de los
métodos secuenciales es su inestabilidad, en el sentido de que pequeños cambios en el
conjunto de datos pueden producir grandes modificaciones en los resultados, en particu-
lar en las variables seleccionadas (Breiman, 1996). A su vez, todos estos inconvenientes
se ven agravados en presencia de predictores fuertemente correlacionados, debido a que
una variable con efecto verdadero sobre la respuesta puede no ser elegida si alguna otra
variable correlacionada con ésta ya ha ingresado al modelo.

Una vez que el conjunto de modelos a considerar se ha reducido a un tamaño manejable,
se necesita un criterio para poder evaluarlos y compararlos. Algunas posibles medidas
están vinculadas al nivel de ajuste de cada modelo (aunque es deseable que incluyan
también una penalización por complejidad) o al error de predicción del modelo sobre
nuevas observaciones. En el contexto de modelos lineales, en el primer tipo de medidas se
encuentran criterios clásicos como el R2-ajustado y Criterios de Información (AIC, BIC
o GIC), mientras que en el segundo se ubican, por ejemplo, el estad́ıstico Cp de Mallows
o la técnica de validación cruzada.

2. Técnicas de regularización en modelos lineales

Debido a que las técnicas clásicas de selección de variables realizan un proceso discreto
de exploración del espacio de modelos (cada variable es seleccionada o descartada), éstas
sufren frecuentemente de alta variabilidad lo cual a su vez puede perjudicar su desempeño
en términos de predicción. En cambio, las técnicas de regularización o shrinkage son pro-
cedimientos más continuos y menos variables, con lo cual se presentan como alternativas
interesantes (Hastie y otros, 2009). Los métodos de regularización pueden aplicarse a una
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amplia variedad de modelos, no solamente modelos lineales, aunque es sobre estos últimos
donde más desarrollo se ha hecho y sobre los cuales se tratará en este trabajo. En términos
generales, los métodos de regularización buscan convertir un problema mal condicionado,
debido a la no unicidad de la solución, en uno bien condicionado. Este resulta ser entonces
un marco adecuado para trabajar los problemas de regresión en el caso p� n.

En términos generales, la regularización permite entrenar modelos complejos con con-
juntos de datos relativamente pequeños, disminuyendo el riesgo de sobreajuste mediante
el control de la complejidad del modelo. En el contexto de los modelos lineales, el proble-
ma de determinar la complejidad óptima del modelo se traslada de encontrar el número
apropiado de funciones base (proceso discreto) a uno en el cual debe determinarse un
valor adecuado del parámetro de regularización λ (proceso continuo). Una formulación
amplia de las técnicas de regularización en el contexto de modelos lineales (con variable
de respuesta continua) puede realizarse de la siguiente manera:

β̂ = arg mı́n
β0,β


n∑
i=1

(
yi − β0 −

p∑
j=1

βjxij

)2

+

p∑
j=1

φλ(|βj|)

 (1)

donde β = (β1, . . . , βp), λ ≥ 0 y φλ(|βj|) es una función creciente de penalización sobre el
“tamaño” de β, que depende a su vez de λ.

Una familia de funciones de penalización muy utilizada es la correspondiente a la
norma-Lq, dada por

∑p
j=1 φλ(|βj|) = (‖β‖q)q =

∑p
j=1 |βj|q, para q > 0 (aunque estricta-

mente solo podamos hablar de norma cuando q ≥ 1). Los estimadores resultantes en este
caso son conocidos como estimadores Bridge (Fu, 1998) y en especial los casos 0 < q ≤ 1
se conocen como de umbralización suave (soft thresholding en inglés). Los métodos de
selección de modelos que penalizan por el número de parámetros (AIC, BIC, R2

ajust, etc.)
pueden ser vistos a su vez como casos ĺımites de estimadores Bridge cuando q → 0, dado
que en ese caso |βj|q → 0 si βj = 0 y |βj|q → 1 cuando βj 6= 0.

Una formulación alternativa de (1) corresponde a resolver:

mı́n
β0,β


n∑
i=1

(
yi − β0 −

p∑
j=1

βjxij

)2
 , sujeto a

p∑
j=1

φλ(|βj|) ≤ s (2)

donde s ≥ 0 es un parámetro de ajuste (tunning). En esencia, (1) es la forma lagrangiana
del problema de optimización con restricciones (2). Por lo tanto, ambos problemas son
equivalentes en el sentido de que si β̂λ es la solución de (1) y β̂s es la solución de (2),
entonces para cada λ0 > 0 y la solución correspondiente β̂λ0 , existe sλ0 tal que β̂λ0 = β̂sλ0 .

Y vicerversa, dado cualquier s0 > 0 y el correspondiente β̂s0 , existe λs0 tal que β̂s0 = β̂λs0 .
Es decir, existe una correspondencia uno a uno entre λ y s (Clarke y otros, 2009).

En el caso de una penalización mediante norma-Lq, la solución al problema de regresión
lineal (regularizado) se expresa como:
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β̂ = arg mı́n
β0,β


n∑
i=1

(
yi − β0 −

p∑
j=1

βjxij

)2

+ λ

p∑
j=1

|βj|q
 (3)

En las Figura 1 se puede visualizar las curvas de nivel de esta función de penalización
para el caso de dos variables: φ(β1, β2) = |β1|q + |β2|q. Se observa que solamente para
q ≥ 1 la penalización es convexa y, por lo tanto, también es convexo el conjunto factible
del problema de optimización con restricciones (2). La convexidad de un problema de
optimización es una caracteŕıstica deseable desde el punto de vista computacional.
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Figura 1: Curvas de nivel de la penalización Lq en dos dimensiones.

Para evitar que la penalización vaŕıe frente a cambios de escala de las variables, habit-
ualmente éstas son estandarizadas (media 0 y variancia 1) previamente. De esta forma, se
puede ajustar un modelo sin término independiente estimando éste mediante ȳn (Hastie
y otros, 2009). Notar además que el término β0 no es incluido en la penalización de forma
de evitar que el resultado dependa del origen en la variable y.

Como puede observarse de (1), todas estas técnicas dependen de un parámetro de
complejidad λ, que controla la importancia dada a la penalización en el proceso de op-
timización. Cuanto mayor es el parámetro de complejidad mayor es la penalización en
los coeficientes de regresión y más son contráıdos éstos hacia cero (shrinkage). En los
casos extremos, si λ es igual a 0 la estimación (3) coincide con la de mı́nimos cuadrados

4



(MCO) habitual (cuando ésta es única), mientras que si λ → ∞ entonces β̂ → 0 ∈ Rp.
El objetivo en cada problema particular será encontrar un valor adecuado 0 < λ <∞, lo
cual en la práctica suele hacerse mediante validación cruzada o bootsrap, con el propósito
de minimizar una estimación del error de predicción esperado.

Tanto Ridge como LASSO, técnicas que veremos en las siguientes secciones, represen-
tan casos particulares de (3) y ambas plantean la estimación de un modelo de regresión
lineal pero difieren en la forma de penalización del vector de parámetros (norma-L2 y
norma-L1 respectivamente). Esta diferencia en la penalización puede parecer marginal
pero tiene grandes consecuencias. El uso de la norma-L2 tiene el efecto agradable de
producir un estimador lineal en y del vector de parámetros β pero como contrapartida
utiliza todas las variables predictoras en el modelo de regresión final, debido a que valores
mayores de λ contraen los coeficientes hacia cero pero sin alcanzar dicho valor en general.
Por su parte LASSO, mediante la penalización L1, no produce un estimador lineal en y ni
se obtiene una fórmula cerrada para su expresión sino que debe encontrarse la solución a
través de un algoritmo de optimización. Sin embargo, como se verá más adelante depen-
diendo de la elección del parámetro de complejidad la penalización L1 produce algunos
coeficientes de regresión exactamente nulos. Esto tiene la ventaja de que en el modelo
final solamente algunas de las variables son consideradas, presentándose entonces como
un método de estimación y de selección de variables al mismo tiempo.

Todas estas técnicas son conocidas como métodos de regularización o shrinkage porque
contraen los coeficientes de regresión con el objetivo de estabilizar la estimación. Esta reg-
ularización implica que el tamaño del vector de parámetros es restringido a cierto rango,
evitando de esta forma que variables explicativas altamente correlacionadas produzcan es-
timaciones mı́nimo cuadráticas fuertemente inestables o simplemente permitiendo que se
produzcan estimaciones únicas (cuando existe multicolinealidad o el número de variables
supera la cantidad de observaciones). Estos métodos son t́ıpicamente utilizados para regre-
sión de una variable dependiente y sobre una matriz de altas dimensiones X, con variables
muy correlacionadas. Además de la Genética y la Bioinformática (Li y Xu, 2009), otras
áreas de actual aplicación son el Procesamiento de Señales, la Quimiometŕıa (Varmuza y
Filzmoser, 2009) y la Econometŕıa (Belloni y Chernozhukov, 2011; Belloni, Chernozhukov
y Hansen, 2011; Fan, Lv y Qi, 2011).

2.1. Regresión Ridge

Esta técnica fue propuesta originalmente en 1970 como un método para lidiar con
el problema de colinealidad en un modelo lineal estimado por mı́nimos cuadrados, en el
contexto p < n (Hoerl y Kennard, 1970). Recordemos que cuando existen predictores
altamente correlacionados en el modelo, la estimación de los coeficientes resulta ser muy
inestable (variancia grande). Posteriormente, Regresión Ridge se incorporó a la clase más
amplia de técnicas de regularización en la forma en que han sido presentadas anterior-
mente.

Recordando que β̂mco = (XtrX)−1Xtry es la estimación por mı́nimos cuadrados de
β, se planteó en un principio que la potencial inestabilidad de β̂mco podŕıa ser aliviada
agregando una pequeña constante k ≥ 0 a cada término de la diagonal de XtrX antes de
invertir la matriz (Hoerl y Kennard, 1970). Este proceso resulta en el estimador Ridge:
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β̂ridge = (XtrX + kIp)
−1Xtry (4)

siendo Ip la matriz identidad de dimensión p × p. Más precisamente, (4) representa una
familia de estimadores, un estimador para cada valor de k.

El principal problema a resolver entonces en la aplicación de Regresión Ridge es la
determinación del valor de k más adecuado. En forma interesante, la elección de k involu-
cra un balance entre los componentes de sesgo y variancia del error cuadrático medio al
estimar β. En este sentido (y asumiendo un modelo lineal), cuanto mayor es k más grande
es el sesgo pero menor es la variancia y la determinación final implica un compromiso en-
tre ambos términos (Izenman, 2008). En general, Regresión Ridge produce predicciones
más precisas que los modelos obtenidos por mı́nimos cuadrados más selección “clásica” de
variables, a menos que el verdadero modelo sea esparsa (mayoŕıa de coeficientes nulos).
Una propuesta inicial y que continúa siendo sugerida por algunos autores es la utilización
de una traza ridge para determinar k. La traza ridge es un gráfico simultáneo de los co-
eficientes de regresión estimados (4) (los cuales dependen de k) respecto del parámetro.
Luego, el valor de k se elige como el menor de todos los considerados para los cuales se
estabilizan los coeficientes estimados. Este método presenta cierto grado de arbitrariedad
como forma de elegir el modelo final y a menudo más que un único valor de k sugiere
un rango de valores adecuados. Otros métodos más automáticos consisten en estimar el
parámetro mediante validación cruzada o bootsrap. En general se recomienda utilizar to-
dos los métodos y comparar los resultados.

Como se mencionó anteriormente, Regresión Ridge puede verse como un caso partic-
ular de las técnicas de regularización restringiendo la norma L2 de los coeficientes del
modelo. Es decir, se puede obtener β̂ridge como solución del problema:

mı́n
β0,β


n∑
i=1

(
yi − β0 −

p∑
j=1

βjxij

)2
 , sujeto a

p∑
j=1

β2
j ≤ s (5)

O en forma equivalente:

β̂ridge = arg mı́n
β0,β


n∑
i=1

(
yi − β0 −

p∑
j=1

βjxij

)2

+ λ

p∑
j=1

β2
j

 (6)

Una interpretación gráfica útil del proceso de optimización sujeto a restricciones (5)
puede verse en la Figura 2 para el caso de dos dimensiones. Alĺı se muestran las curvas de
nivel de SCR(β) = ||y−Xβ||22 junto con la región factible ||β||22 ≤ s. Se observa cómo la es-
timación ridge contrae los coeficientes β̂j hacia 0 respecto de los obtenidos mediante MCO.

2.2. Regresión LASSO

LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator), introducida en la comu-
nidad estad́ıstica en 1996 (Tibshirani, 1996), es una técnica de regresión lineal regularizada
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Figura 2: Descripción gráfica de la estimación Ridge en dos dimensiones.

como Ridge, con una leve diferencia en la penalización que trae consecuencias importantes.
En especial, a partir de cierto valor del parámetro de complejidad el estimador de LASSO
produce estimaciones nulas para algunos coeficientes y no nulas para otros (soluciones
esparsas), con lo cual LASSO realiza una especie de selección de variables en forma con-
tinua. Esto no sucede con Ridge, donde por lo general todos los coeficientes son contráıdos
al mismo tiempo hacia cero sin llegar a alcanzar este valor. La motivación inicial para
LASSO fue entonces tener una técnica que mediante la contracción de los coeficientes
lograra estabilizar las estimaciones y predicciones (como Ridge) pero que a su vez produ-
jera modelos más estables e interpretables mediante la selección de variables (Tibshirani,
1996). Sin embargo, el auge en la investigación de técnicas tipo LASSO es bastante re-
ciente debido a la abundancia actual de problemas que pueden expresarse como regresión
en el caso p� n, y la facilidad y disponibilidad computacional (Tibshirani, 2011).

El estimador de LASSO, β̂LASSO, se define como solución del problema de optimización
con restricciones:

mı́n
β0,β


n∑
i=1

(
yi − β0 −

p∑
j=1

βjxij

)2
 , sujeto a

p∑
j=1

|βj| ≤ s (7)

O mediante el equivalente lagrangiano como:

β̂LASSO = arg mı́n
β0,β


n∑
i=1

(
yi − β0 −

p∑
j=1

βjxij

)2

+ λ

p∑
j=1

|βj|

 (8)

La penalización mediante la norma L1 produce un estimador no lineal en la variable
de respuesta y, y no existe en general una expresión “en forma cerrada” de β̂LASSO, a
diferencia de MCO y Ridge. El cálculo del estimador LASSO para un valor dado de λ se
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puede obtener reescribiendo (7) como un problema de programación cuadrática, donde se
busca minimizar una función objetivo cuadrática sujeto a restricciones lineales en las vari-
ables βj. Sin embargo, como veremos más adelante existen varios algoritmos eficientes que
permiten obtener la solución para cada valor de λ con el mismo costo computacional que
en Ridge. Al igual que en todas las técnicas de penalización consideradas, el parámetro
de regularización λ debeŕıa ser elegido en función de los datos con el propósito de mini-
mizar una estimación del error de predicción esperado. Nuevamente, validación cruzada
y bootsrap son las alternativas preferidas en general. Adicionalmente, el gráfico de los co-
eficientes estimados en función de λ es una herramienta útil para visualizar la evolución
del ajuste a medida que aumenta la penalización.

En la Figura 3 se muestra el proceso de estimación para el caso de dos variables. La
solución se establece en el primer punto donde los contornos eĺıpticos se encuentran con la
región factible, representado por el cuadrado |β1|+ |β2| ≤ s. A diferencia de la restricción
en Ridge, la solución ocurre habitualmente en los vértices del cuadrado donde alguno
de los βj es igual a cero. Cuando p > 2, el cuadrado se convierte en un hipercubo con
mayor cantidad de vértices y por lo tanto con mayor oportunidad para que los parámetros
estimados sean nulos (Hastie y otros, 2009).
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Figura 3: Descripción gráfica de la estimación LASSO en dos dimensiones.

2.2.1. Alternativas para la estimación

Como se mencionó anteriormente, la obtención del estimador de Lasso plantea de-
saf́ıos adicionales desde el punto de vista computacional. Una de las primeras alterna-
tivas consistió en escribir el problema original (7) como un problema de programación
cuadrática, observando que βj = β+

j − β−j y |βj| = β+
j + β−j , donde β+

j = máx {0, βj} y
β−j = máx {0,−βj}. Luego, se resuelve el problema de mı́nimos cuadrados en las nuevas
variables β+

j y β−j , con las restricciones lineales
∑p

j=1 β
+
j +

∑p
j=1 β

−
j ≤ s, y β+

j , β
−
j ≥ 0. De
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esta forma, para un valor dado de s o λ se transforma el problema de optimización original
(de p variables y 2p restricciones) en un nuevo problema equivalente con más variables
(2p) pero menos restricciones (2p + 1), que puede ser resuelto por técnicas estándar de
programación cuadrática (Tibshirani, 1996).

Sin embargo, posteriormente se propusieron alternativas más eficientes que permiten
obtener el camino entero de soluciones β̂LASSO(λ) en un sólo paso, es decir, calcular la
solución de Lasso simultáneamente para todos los valores de λ. Efron y otros (2004),
mostraron que Lasso tiene un camino de solución lineal por tramos. Esto implica que
para algún m natural existen λ0 = 0 < λ1 < . . . < λm =∞ y ξ0, . . . , ξm−1 ∈ Rp tales que:

β̂LASSO(λ) = β̂LASSO(λk) + (λ− λk)ξk con λk ≤ λ ≤ λk+1, (9)

para k = 0, . . . ,m − 1. De esta forma, es posible generar el camino completo de solu-
ción β̂LASSO(λ), 0 ≤ λ ≤ ∞, calculando secuencialmente el tamaño del paso entre los
valores de λ y las direcciones ξ0, . . . , ξm−1 (Clarke y otros, 2009). Uno de los algoritmos
que se aprovecha de estos resultados es LARS (Least Angle Regression), recientemente
propuesto como un algoritmo de ajuste y de selección de variables para modelos lineales
(Efron y otros, 2004) con tres importantes caracteŕısticas: (i) una simple modificación
del algoritmo LARS produce el estimador de Lasso, (ii) una modificación diferente del
algoritmo implementa otra técnica de selección de variables (Forward Stagewise) y (iii)
se obtiene una aproximación simple de los grados de libertad del estimador LARS que
permite derivar una estimación del error de predicción (Efron y otros, 2004; Hastie y otros
2009).

Un método alternativo al algoritmo LARS para la estimación de LASSO es el de Coor-
denada Descendente (Hastie y otros, 2009). La idea principal consiste en fijar el parámetro
de penalización λ y optimizar sucesivamente respecto de cada parámetro βj, dejando los
restantes parámetros βk, k 6= j, fijos en sus valores actuales. De acuerdo a estudios real-
izados sobre datos simulados y reales, éste método puede ser más rápido (menor tiempo
computacional) que LARS, especialmente cuando p � n (Friedman y otros, 2010). Por
otro lado, mediante los algoritmos de coordenada descendente se obtienen estimaciones
sobre una grilla de valores de λ y no el camino completo de soluciones (como ocurre en
LARS). Adicionalmente, existen extensiones e implementaciones computacionales de este
tipo de algoritmos a Modelos Lineales Generalizados con penalización L1 (Friedman y
otros, 2010).

2.3. Penalizaciones no convexas (SCAD)

En los últimos años se han desarrollado algunas generalizaciones y extensiones de
las técnicas presentadas anteriormente, especialmente diseñadas para ciertas situaciones
particulares donde Ridge, LASSO y en general la penalización Lq, podŕıan no ser satis-
factorias. Todas ellas buscan retener las ventajas de LASSO como método de estimación
y selección de variables, y al mismo tiempo corregir algunas de sus posibles desventajas.

Como una variante de los métodos de penalización de la forma (3) (estimadores
Bridge), Zou y Hastie (2005), propusieron Elastic Net, un método de penalización que
representa un compromiso entre las penalizaciones L1 y L2. Otras variantes están dadas
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por LASSO Adaptativo (Zou, 2006) y LASSO Relajado (Meinshausen, 2006). Todas estas
técnicas tienen la ventaja de utilizar penalizaciones convexas con lo cual se aprovechan
de la existencia de algoritmos eficientes para su implementación.

Por otro lado, en un reciente trabajo Fan y Li (2001) propusieron tres condiciones
deseables que un método de penalización debeŕıa cumplir:

1. esparsidad ; efectuar selección de variables automáticamente, estableciendo que co-
eficientes suficientemente pequeños sean nulos.

2. continuidad ; ser continuo en los datos para evitar inestabilidad en la predicción.

3. insesgadez ; tener bajo sesgo, especialmente para valores grandes de los coeficientes
βj.

Las técnicas de penalización Lq, 0 ≤ q < 1, no satisfacen la condición de continuidad,
la penalización L1 (LASSO) no satisface la condición de insesgadez y Lq, q > 1 (Ridge), no
verifica la condición de esparsidad. Por lo tanto, ninguna de las técnicas de penalización
Lq satisfacen las tres condiciones simultáneamente (Fan y Li, 2001).

Como alternativa, estos autores proponen la penalización SCAD (Smoothly Clipped
Absolute Deviation):

φλ(βj) =


λ|βj| si 0 ≤ |βj| ≤ λ

−(β2
j − 2aλ|βj|+ λ2)/(2(a− 1)) si λ ≤ |βj| ≤ aλ

(a+ 1)λ2/2 si |βj| ≥ aλ

(10)

donde a > 2 y λ > 0 son parámetros de ajuste. La penalización SCAD es muy similar
a L1 (Lasso) para valores pequeños de βj, mientras que para valores grandes la primera
es constante y la última no. Esto muestra la diferencia entre ambas en la propiedad de
insesgadez (ver Figura 4).

El estimador de SCAD, β̂SCAD, se define para a y λ fijos, como el que minimiza:

n∑
i=1

(
yi − β0 −

p∑
j=1

βjxij

)2

+

p∑
j=1

φλ(βj) (11)

Los parámetros a y λ pueden ser elegidos mediante validación cruzada aunque se
recomienda utilizar a ≈ 3·7 como valor por defecto para reducir el costo computacional
(Fan y Li, 2001). El mayor desaf́ıo se encuentra en la implementación de SCAD, dado
que se trata de un problema no convexo. Algunos de los algoritmos propuestos plantean
realizar aproximaciones (convexas) locales de la función objetivo (Fan y Li, 2001; Clarke
y otros, 2009; Fan y Lv, 2010) y utilizar iterativamente los algoritmos eficientes para
penalizaciones convexas.
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Figura 4: Penalizaciones en Ridge, LASSO y SCAD.

3. Extensión a modelos lineales generalizados

Las técnicas de penalización en regresión pueden extenderse a una amplia variedad de
tipos de variable respuesta, incluyendo respuestas binarias, de conteo y continuas. Como
se mencionó anteriormente, una familia popular de modelos en este contexto es el de los
Modelos Lineales Generalizados, donde la variable de respuesta pertenece a la familia
exponencial. Algunos de los casos más conocidos son los modelos de regresión loǵıstica,
multinomial, poisson, gamma, binomial negativa y normal/gaussiana (Fan y Li, 2001; Fan
y Li, 2006; Friedman y otros, 2010).

Supongamos que dado xi = (x1, . . . , xp), Yi tiene densidad f(yi|g(xtri β)), donde g es
una función de enlace conocida y log f denota la log-verosimilitud condicional de Yi.
Luego, se define la verosimilitud penalizada como:

n∑
i=1

log f(yi|g(xtri β))− n
p∑
j=1

φλ(βj) (12)

Maximizar la verosimilitud penalizada respecto de β es equivalente a minimizar:

−
n∑
i=1

log f((yi|g(xtri β)) + n

p∑
j=1

φλ(βj) (13)

lo cual generaliza lo presentado hasta ahora sobre respuestas continuas.
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4. Una perspectiva bayesiana sobre las técnicas de

regularización

Bajo distribuciones a priori no informativas estándar, el análisis bayesiano del modelo
de regresión lineal (para p < n) tiene varios puntos en común con los resultados obtenidos
por MCO y máxima verosimilitud.

Por ejemplo, partiendo del modelo y|β, σ2,X ∼ N(Xβ, σ2In) para los datos y la dis-
tribución a priori no informativa p(β, σ2|X) ∝ σ−2, tenemos:

p(y|β, σ2,X) ∝ exp

{
− 1

2σ2
(y − Xβ)tr(y − Xβ)

}
∝ exp

{
− 1

2σ2
(β − β̂mco)trXtrX(β − β̂mco)

}

Con lo cual, la distribución (condicional) a posteriori de β es:

β|y, σ2,X ∼ N(β̂mco, σ2(XtrX)−1) (14)

Mientras que la distribución (marginal) a posteriori de σ2 resulta:

σ2|y,X ∼ Inv − χ2(n− p, s2)

con s2 = (y − Xβ̂mco)tr(y − Xβ̂mco)/(n− p)

El estimador β̂mco es entonces la media, modo y mediana (condicional) a posteriori de
β, bajo a prioris no informativas.

Utilizando distintas distribuciones a priori informativas, varias de las técnicas de reg-
ularización presentadas pueden ser vistas como estimadores bayesianos. Por ejemplo, si a
priori β|σ2

β ∼ N(0, σ2
βIp), definiendo λ = σ2/σ2

β, se obtiene:

β|y, σ2,X ∼ N(β̂ridge, σ2(XtrX + λIp)
−1) (15)

En cambio, tomando p(β|λ) =
∏p

j=1 p(βj|λ), con:

p(βj|λ) =
λ

2
exp {−λ|βj|} , j = 1, . . . , p

(distribución de Laplace o Doble Exponencial), se obtiene:

−2 log p(β|y, λ,X) = (y − Xβ)tr(y − Xβ) + λ

p∑
j=1

|βj|+ cte (16)

Con lo cual β̂LASSO coincide con el estimador máximo a posteriori (MAP) bajo este
modelo. La diferencia en las distribuciones a priori consideradas puede verse en la Figura
5, donde se observa que la distribución doble exponencial concentra relativamente mayor
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probabilidad cerca del origen. Otras técnicas de regularización pueden presentarse de esta
manera donde la penalización se corresponde con una distribución a priori adecuada. Bajo
el enfoque bayesiano, la complejidad en la estimación que implica resolver problemas de
optimización en varias variables (convexos o no), se traslada al problema de simular de
distribuciones multivariadas desconocidas a través de técnicas de Cadenas de Markov de
Monte Carlo (MCMC) (Park y Casella, 2008; Hans, 2009 y 2010; Kyung y otros, 2010;
Li y Lin, 2010; Celeux y otros, 2012).

Por último, bajo este marco parece más natural plantearse la pregunta de por qué uti-
lizar Ridge, LASSO o alguna otra técnica frente a un problema dado. El conocimiento que
se posee acerca del problema es fundamental para guiar la búsqueda de las herramientas
más adecuadas. La esparsidad del modelo es en definitiva una a priori.

−4 −2 0 2 4

0.
0

0.
1

0.
2

0.
3

0.
4

0.
5

β

p(
β)

DExp(0,1)
N(0,1)

Figura 5: Ejemplos de distribuciones a priori impĺıcitas en Ridge y LASSO.

5. Simulación

En esta sección el objetivo consiste en realizar un breve estudio de simulación para
mostrar en la práctica la implementación de algunas de las técnicas presentadas. Para ello
nos situamos en un contexto similar a los que han llevado al desarrollo de las mismas.
En particular, se simulan covariables de altas dimensiones (p� n) y fuertemente correla-
cionadas entre śı, mientras que la variable de respuesta es generada a través de un modelo
lineal esparsa (relativamente pocas variables con verdadero efecto). El hecho de analizar
los resultados de las distintas técnicas sobre datos simulados tiene la ventaja de que se
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conoce el verdadero modelo de asociación, con lo cual es posible evaluar en qué medida
cada técnica recupera o descubre este modelo a través de una muestra de entrenamiento.
Es importante observar de antemano que las caracteŕısticas de los datos simulados pueden
favorecer el desempeño de algunas técnicas frente a otras, con lo cual no es el objetivo
concluir acerca de la conveniencia de uno u otro método en general. Tanto la simulación
como el ajuste de las técnicas fue realizado utilizando el software libre R.

En concreto entonces, se simulan n = 100 observaciones de un modelo lineal con
p = 5000 variables (p � n). En primera instancia se simula la matriz de predictores
X = ((xij)), donde xij ∼ N(0, 1), cor(x·j, x·k) = ρ|j−k| y ρ = 0·85, para i = 1, . . . , n y
j = 1, . . . , p.

En las Figuras 6 y 7 se observa la estructura de correlación de los predictores.
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Figura 6: Diagrama de dispersión y coeficiente de correlación lineal entre x·1 y x·j, para
j = 2, . . . , 10.

Luego se define el vector de coeficientes β = (β1, . . . , βp), donde s = # {j : βj 6= 0} =
10 y los valores para los predictores con efecto son: ±1,±2, . . . ,±5, cuyos ı́ndices son
elegidos aleatoriamente (siendo los demás coeficientes nulos) (ver Figura 8).

Por último, se simula εi ∼ N(0, 1) independiente de xij y se obtienen n observaciones
de la variable respuesta a través del modelo:

yi =

p∑
j=1

βjxij + εi, i = 1, . . . , n

El objetivo es estimar los parámetros βj utilizando Ridge, LASSO y SCAD, a partir de
la muestra de entrenamiento {(yi, xi1, . . . , xip), i = 1, . . . , n}. Observar que la estimación
directa por mı́nimos cuadrados no es viable en este caso.

14



−0.27
−0.25
−0.22
−0.19
−0.17
−0.14
−0.12
−0.09
−0.06
−0.04
−0.01
0.01
0.04
0.06
0.09
0.12
0.14
0.17
0.19
0.22
0.25
0.27
0.3
0.32
0.35
0.38
0.4
0.43
0.45
0.48
0.51
0.53
0.56
0.58
0.61
0.64
0.66
0.69
0.71
0.74
0.77
0.79
0.82
0.84
0.87
0.9
0.92
0.95
0.97
1

V
 1

V
 2

V
 3

V
 4

V
 5

V
 6

V
 7

V
 8

V
 9

V
 1

0
V

 1
1

V
 1

2
V

 1
3

V
 1

4
V

 1
5

V
 1

6
V

 1
7

V
 1

8
V

 1
9

V
 2

0
V

 2
1

V
 2

2
V

 2
3

V
 2

4
V

 2
5

V
 2

6
V

 2
7

V
 2

8
V

 2
9

V
 3

0
V

 3
1

V
 3

2
V

 3
3

V
 3

4
V

 3
5

V
 3

6
V

 3
7

V
 3

8
V

 3
9

V
 4

0
V

 4
1

V
 4

2
V

 4
3

V
 4

4
V

 4
5

V
 4

6
V

 4
7

V
 4

8
V

 4
9

V
 5

0
ke

y

V 50
V 49
V 48
V 47
V 46
V 45
V 44
V 43
V 42
V 41
V 40
V 39
V 38
V 37
V 36
V 35
V 34
V 33
V 32
V 31
V 30
V 29
V 28
V 27
V 26
V 25
V 24
V 23
V 22
V 21
V 20
V 19
V 18
V 17
V 16
V 15
V 14
V 13
V 12
V 11
V 10
V 9
V 8
V 7
V 6
V 5
V 4
V 3
V 2
V 1

Figura 7: Coeficientes de correlación entre los 50 primeros predictores.
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Figura 8: Coeficientes βj de los predictores o variables.

5.1. Resultados

A continuación se presentan los resultados del ajuste mediante las técnicas Ridge,
LASSO y SCAD. En los tres casos se comienza obteniendo el camino de soluciones
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Figura 9: Histograma, estimación de densidad paramétrica (gaussiana) y no paramétrica
(núcleo gaussiano) de la densidad de y.

{
β̂j(λ) : λ ≥ 0; j = 1, . . . , p

}
y luego se selecciona un modelo a través de validación cruza-

da (se obtiene el valor del parámetro de complejidad que minimiza una estimación del
error de predicción).

5.1.1. Regresión Ridge

El camino de soluciones de Ridge muestra cómo las estimaciones se contraen hacia
cero a medida que aumenta la penalización, pero sin anularse en ningún caso. Es decir,
no se produce selección de variables. El modelo seleccionado mediante validación cruzada
produce estimaciones muy pequeñas en relación a los coeficientes verdaderos (Figuras 12
y 13). La estructura esparsa del modelo verdadero no es capturada por este método.

5.1.2. Regresión LASSO

La estimación mediante LASSO anula algunos coeficientes produciéndose entonces
selección de variables en forma automática. Sin embargo, para el modelo elegido mediante
validación cruzada se incluyen 97 variables enre las cuales se encuentran 8 de las 10 con
efecto real (las de mayor tamaño de efecto |βj|). A su vez la contracción hacia cero de los
coeficientes es menos pronunciada que en Ridge.
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Figura 11: Estimación del error por validación cruzada para Ridge.
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Figura 12: Coeficientes estimados por Ridge para modelo seleccionado por validación
cruzada.
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Figura 13: Comparación entre coeficientes verdaderos y estimados por Ridge.
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Figura 14: Camino de soluciones para LASSO.
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Figura 15: Estimación del error por validación cruzada para LASSO.
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Figura 17: Comparación entre coeficientes verdaderos y estimados por LASSO.
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5.1.3. SCAD

Por último, la utilización de la penalización SCAD produce un camino de soluciones
más estable que en LASSO (menos variables son seleccionadas en el transcurso del mismo).
El modelo seleccionado por validación cruzada incorpora 13 variables en total, 9 de las
cuales tienen efecto real. A su vez, el efecto de contracción en la estimación es menos
notorio debido a la propiedad de insesgadez mencionada anteriormente.
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Figura 18: Camino de soluciones para SCAD.
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Figura 21: Comparación entre coeficientes verdaderos y estimados por SCAD.
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5.1.4. Resumen de resultados

La estimación obtenida por Ridge, LASSO y SCAD se resume en el Cuadro 1 junto a
los valores verdaderos del vector de coeficientes y el modelo oráculo, en el cual se estima
por MCO utilizando únicamente las variables con efecto (este es el modelo de referencia
en muchos casos para comparar los resultados de las diversas técnicas).

j βj β̂oracj β̂Ridgej β̂LASSOj β̂SCADj

841 1 0.686 -0.015 0 0

4037 2 2.138 0.026 1.642 2.132

1924 3 2.850 0.044 1.906 2.937

1638 4 3.950 0.049 3.180 3.848

3009 5 4.836 0.043 3.490 4.793

3019 -1 -0.940 0.012 0 -0.866

623 -2 -1.941 -0.040 -1.137 -1.963

1471 -3 -3.092 -0.056 -2.779 -3.144

2884 -4 -3.866 -0.049 -3.089 -3.849

3150 -5 -5.018 -0.071 -4.482 -5.003

Novars. 10 10 5000 97 13

Cuadro 1: Comparación entre coeficientes verdaderos y estimados para el modelo oráculo,

Ridge, LASSO y SCAD (se muestran solo los correspondientes a variables con efecto real).

6. Comentarios finales y algunas posibles ĺıneas de

investigación a seguir

El estudio de técnicas de análisis de datos y, en particular de regresión, en grandes
dimensiones es una de las áreas más dinámicas de investigación en los últimos años (Fan
y Li, 2006; Johnstone y Titterington, 2009; Fan y Lv, 2010). En particular, el énfasis ha
estado en el estudio a nivel teórico de las técnicas (análisis de consistencia y eficiencia
asintótica de los estimadores, por ejemplo), el desarrollo de algoritmos computacionales
eficientes y los distintos desaf́ıos de la aplicación de las mismas en diversas áreas cient́ıfi-
cas. Permanecer al tanto de estos nuevos desarrollos y profundizar en sus diversos aspectos
plantea desaf́ıos para aquéllos interesados en estos temas.

En el área de Econometŕıa en particular, además de la aplicación directa en modelos de
regresión de este tipo de técnicas, Fan y Qi (2011) plantean la potencial aplicación modelos
de vectores autorregresivos (VAR), datos de panel y estimación de matrices de volatilidad
en finanzas. Por su parte, Belloni y Chernozhukov (2011) muestran una aplicación sobre
modelos emṕıricos de crecimiento económico.
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